KAPITTEL 6

Utforskende lzering i
matematikk

Av Dag Tore Forstram Gulaker

I dette kapitlet ser vi pd leering og undervisning i skolefaget matematikk. Vi starter
med d beskrive noen trekk ved undervisning og leering i faget med utgangspunkt
i leereboka og oppgavetradisjonen. Deretter beskrives gjennom teori og eksempel
et alternativ til den tradisjonelle undervisningen i matematikk. Denne mdten d
arbeide pad vil gi lerere et bredere grunnlag for lering og undervisning i skolens

matematikkfag.

«Matematikken er dad - leve matematikken!»

Jeg fikk en gang spersmalet: «<Hva er likheten mellom latin og matema-
tikk hvis vi tenker skolefag?» Jeg forsekte meg med flere mulige forkla-
ringer og tenkte nok mest i retning av struktur og grammatikk. Men min
venn som spurte, mente selv at han hadde det beste svaret: «Begge er dode
fag». Hans kroneksempel var: «Nar kom det sist noe nytt fra algebraen
inn i skolens matematikkbgker?»

Med kjennskap til matematikkfaget og hvordan matematikk framstil-
les i grunnskolens leereboker, er det ikke urimelig & veere delvis enig i at
det kan virke som om det kommer lite nytt fra matematikk som viten-
skapsfag fram til leerebokene i grunnskolen. Sa kanskje faget er dedt? I
alle fall i den forstand at det for elevene kan virke som om alle viktige
problemer er lost, og alle sammenhenger som kan og ber undersekes, er
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undersokt. Matematikkbekene gir endelige og absolutte svar i form av
begreper, regler og formler. Hva vil en elev som har vert gjennom 12-13
ar med matematikkundervisning, legge vekt pa i beskrivelsen av faget?
Vel, erfaringene er ulike, men en gjetning er at de faerreste vil si at faget
er fullt av spennende utfordringer og problemstillinger for matematikere
i alle aldre og pa alle faglige nivéer. Si min venn med spersmélet har et
poeng, men tar nok likevel feil.

Det a leere matematikk og det @ anvende matematikk er sterkt knyttet
til a arbeide med problemstillinger og til 4 lese problemer. Problemene
kan veere gamle, men ma loses av stadig nye generasjoner av elever. Smarte
mater & tenke pa overfores og tenkes av neste generasjon, og i kombina-
sjon med utvikling innenfor sprak og teknologi gir dette ny innsikt og
videre utvikling. Ikke minst vil man i algebra ofte finne et godt verktoy
for a beskrive og lese problemer (Lorentzen, 2012). Det skjer dessuten en
rivende utvikling pa fagfeltet matematikkdidaktikk, og her kastes det lys
over betydningen av algebra som grunnlag for forstaelse av matematiske
problemstillinger. Min venn hadde kanskje heller ikke oversikten over at
i bade regneark og i et program som GeoGebra er manipulering av sym-
boler og uttrykk helt sentralt. Altsd algebra.

De fleste vil uten videre veere enige i at de opplever at det skjer store
endringer i samfunnet. Produkter og tjenester forsvinner, og nye duk-
ker opp. Teknologien endres raskt, og digitalisering, robotisering og
nanoteknologi er stikkord som peker mot endringer i bade dagligliv
og yrkesliv. Det blir fort aktuelt a sporre om ogsa kompetansebehovene
i samfunnet endres. Og videre om det igjen ber fere til endringer i
skolematematikken.

Det ligger et stort ansvar i & utdanne elever for en framtid som vi vet
lite om. Hvilke kompetanser som kreves bare noen tiar fram i tid, er der-
for ikke helt enkelt a si noe sikkert om. Men noen har likevel forsekt a se
hva som ligger i realfaglig kompetanse i framtiden (REALFAG, Rapport
fra ekspertgruppa for realfag, 2014, s. 55):

I praksis innebeerer dette kompetansebegrepet et fokus pd det d kunne anvende

kunnskaper, ferdigheter og holdninger i situasjoner som ikke er preget av ren
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reproduksjon. Forskning tilsier at en slik anvendelse er knyttet til dybdelcering og

erfaring med bruk av kunnskap i relevante kontekster.

At en betydelig andel av elevkullene framover gjennom sin grunnopplee-
ring far en solid bakgrunn i realfag generelt og matematikk spesielt vil ha
en betydning for mulighetene den enkelte har til & veere aktiv og selvsten-
dig deltaker i et demokratisk samfunn. Det vil ogsa ha stor betydning for
hvordan den enkelte kan bruke og bidra til den teknologiske utviklingen,
og dermed for hvordan samfunnet utvikles.

Utfordringene star i ke. Det trengs bidragsytere med kompetanse i
matematikk som kan veere med pa utviklingen innenfor omrader som
medisin, telekommunikasjon, materialutvikling og forurensning.

Ludvigsen-utvalget (NOU 2015:8) skulle ogsa se inn i framtiden. Gjen-
nom en tittel som «Fremtidens skole, Fornyelse av fag og kompetanser»
legges lista hoyt. Utvalget hadde som mandat a utrede hva elevene ville
ha behov for a leere i skolen i et perspektiv pa 20-30 ar. Et av de fire kom-
petanseomradene utvalget anbefaler som faglig fornyelse av skolens inn-
hold, er «fagspesifikk kompetanse». Utvalget anbefaler at matematikk
styrkes i skolen og synliggjores bedre i andre fag, og at en fagfornyelse
knyttes til en utvikling av et fagomrade som realfag og ikke bare enkelt-
fag. Ludvigsen-utvalget peker sammen med Meld. St. 28 (2015-16) mot det
som skal bli framtidens skole.

Det er i skolen elevene meoter matematikk som fag. Her skapes og utvi-
kles interesse for matematikk, men her moter ogsa mange elever et fag
som de vil utvikle et anstrengt forhold til. Titler som Tid for tunge loft
(Kjeernsli, Lie, Olsen og Roe, 2007), Mange og store utfordringer (Grenmo &
Onstad, 2012) og Matematikk i motvind (Grenmo, Onstad og Pedersen,
2010) er knyttet til norske elevers prestasjoner i internasjonale underse-
kelser. Gjennom media meter vi ogsa jevnlig oppslag om at resultater i
matematikk fra eksamener og nasjonale prover ikke samsvarer med
nasjonale forventninger.

En mate a male nasjonale ambisjoner pa, eller kanskje like mye nasjo-
nal frustrasjon, er antall nasjonale «satsninger» knyttet til matematikk.
Hver regjering har sin plan. Den sa langt siste planen heter «Tett pa
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realfag, Nasjonal strategi for realfag i barnehage og grunnskoleoppleerin-
gen (2015-2019)» (Kunnskapsdepartementet, 2015).

Fra politisk hold er det helt klart at det ikke er nok at norske elever
skarer gjennomsnittlig eller noe i underkant av dette pa internasjonale
tester. Politikernes ambisjoner pa vegne av nasjonen er hoyere. Faerre skal
prestere pa lavt niva, og flere skal prestere pa heoyt nivd. Og realfagene
skal fornyes (Kunnskapsdepartementet, 2015).

Nar vi skal soke sammenhenger og forklaringer som kan hjelpe oss
med & forstd den nasjonale frustrasjonen og engasjementet i a utvikle
realfagene, og matematikk spesielt, sa kan det tas ulike utgangspunkt. La
oss starte med elevenes laereboker i matematikk. Ifolge forskere (Alseth
et al., 2003) har lereboka en sterk stilling i matematikk. Faget beskri-
ves der som lereboksentrert, isolert og faktaorientert og med en sterk
oppgavetradisjon.

Sporsmalet som stilles her, er derfor

Kan matematikkfaget i laererutdanningen tilfares elementer slik at studen-
tene i sin praksis og deretter i yrkesutgvelsen stole mer pa egen faglig inte-

gritet og samtidig blir mindre avhengig av laereboka?

Forestill deg en leerebok i matematikk for grunnskolen. Selv uten a
kunne bla i en konkret matematikkbok kan mange av oss uten annen
bakgrunn enn egne erfaringer fra skolens matematikkfag se for oss hvor-
dan et typisk kapittel i denne boka ser ut.

Forst kommer det en tegning eller en figur. S kommer det et eksem-
pel, kanskje noen enkle oppgaver og deretter gjerne en regel eller i alle
fall noe i en «boks» med noe som det er viktig & huske pa. S& kommer
oppgaver. Mange oppgaver. Og enda flere oppgaver i en egen oppgavebok.
Oppgavene er gjerne korte, og de er greie & lgse hvis man bare ser pa
eksemplet og bruker regelen som herer til kapitlet.

Et eksempel med et lite snev av historisk sus kunne vere folgende side
fra Matematikk for 6. skoledr (Bue, 1964, s. 25):
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Brek av brek eller brek ganger brek

Figuren her kaller vi et rektangel. Du ser at den
fargede delen er § av det hele,

Loy i [ |
siavl=1-5=3

Her ser du at det halve rektanglet atter er delr i
to, og den fargede delen blir § av det hele,

O I T D
T =73 1

Her kan du se to ting:

a) Det halve rcktanglet er delt i tre, og den
fargede delen blir § av det hele
100 |
juvi=4-4=1

b) En tredel av rekunglet er delt 1 w0, og den
fargede delen blir ¢ av dex hele.

bavimd-dmt

232 233 34 235
a) favi a) favi wj favi = jajdavi
b) fav i b Jav§ = Bytavi= |[b)avi

P =4 P=% P =gy P=+
236 237 238 239
) fr 4= a) b} 2 §-i a ¥-§
bj{-4 by §-i byf-4= by g-%-=

P=i4 P=} P= /% P=q%

240, En lerer hadde § dusin blyanter. Han delte ut § av blyantene.
Hvor mange blvanter delte han we# {1 dus. ~ 12 stk.)

241.  Mor hadde 30 syltetoyglass i kiclleren. § av glassene vor fylt
med sylictoy, Hvert glass tok § /. Hvor mange [ sylieioy
hadde mar?

Du finner en brok av en brok ved 4 gange brokene
med hverandre.
Teller ganger teller, nevner ganger nevner.

25

Faksimile er gjengitt i henhold til andsverkloven. Bildet er ikke omfattet av bokens CC-BY
4.0-lisens, og kan ikke gjenbrukes uten tillatelse fra rettighetshaveren.

I bade lereboker og nettressurser for matematikk i grunnskolen metes
vi av tekster som i hoy grad er ssmmensatte (multimodale) (Maagere &
Skjelbred, 2010). I matematikkbegkene finner vi noe verbalsprak, og vi fin-
ner symboler, figurer, fotografier og koder knyttet til differensiering eller
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struktur. Det er typisk for leereverk i matematikk at det er lite verbalsprak.
I et mye brukt leereverk for barnetrinnet (Multi 7A, 2008) het det i beskri-
velsen av hovedtrekkene i leereverket: «Har korte og lettleste tekster».
Dette er ikke med i nye utgaver. I et annet leereverk (Abakus 4B, 2011)
reklameres det med «Lite tekst og gar rett pa sak». Dermed ma leseren
i stor grad bygge forstaelsen av innholdet pad andre mater enn gjennom
verbaltekst. Tradisjonen i matematikk har veert at det er flere andre res-
surser enn verbaltekst som er med pa a skape helhet og mening.

For mange er det krevende a lese slike sammensatte og kompakte tekster
som de vi finner i leerebgkene i matematikk. Elevenes lesekompetanse ma
trenes og utvikles for at de skal kunne samlese de ulike ressursene som
er bakt inn lereboksider og digitale ressurser. Undersokelser (Maagere
og Skjelbred, 2010) tyder pa at elever ikke klarer a gjore seg nytte av alle
elementene i de multimodale tekstene. Elever ser ofte bort fra enkelte av
elementene i en tekst, for eksempel kan de overse en illustrasjon eller tekst
som knytter et faglig tema til en bestemt kontekst. Det kan veere kre-
vende a forsta at tekst, «<snakkebobler», figurer, regler og symboler horer
sammen. Siden i leereboka ser jo ganske enkel ut, og elementene som inn-
gar, er jo sa ulike. Og elevene har ofte med seg forforstaelsen at ved a se pa
eksemplene sa klarer de a lose oppgavene. Dermed er jobben gjort.

Elevene skal dessuten ikke bare lese sammensatte tekster. I et sosialt
fellesskap skal de ogsa lere seg a uttrykke seg skriftlig og muntlig gjen-
nom sammensatte tekster nar de arbeider med oppgaver og problem-
stillinger (jf. de grunnleggende ferdighetene & kunne skrive og & kunne
uttrykke seg muntlig).

Oppgavene i leerebok og oppgavebok i matematikk har i betydelig grad
veert lukket (Alseth et al., 2003) i den forstand at de har ett og bare ett (fasit)
svar, og at de sjelden inviterer til a gé videre med utforsking av en problem-
stilling som kunne dukke opp i eller i tilknytning til en oppgave. Hvis vi
fremdeles har kapitlet fra den fiktive leereboka i matematikk i tankene, og
samtidig prover & tenke pa matematikkfaget i skolen som helhet, sa vil nok
det store bildet veere preget av mange temaer, mange oppgaver og mindre
av det som kan engasjere og skape undring, refleksjon og diskusjon.

Men mye har da forandret seg? Den som blar i ett av dagens matema-
tikkverk for grunnskolen, vil lett identifisere en rekke endringer. Vi ser
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mer bruk av farger. Vi ser flere figurer og flotte bilder. Vi opplever et helt
annet og bedre design. Differensiering er tydeligere. Larerveiledningene
kan veere omfattende. Ny teknologi er trukket inn gjennom egne nett-
sider med drill- og @ve-programmer. Det er lagt opp til at elevene skal
arbeide med regneark og dynamisk geometriprogram. Og kanskje skal
det brukes apper. Vi kan godt forsvare en pastand om at det er mange
endringer, men det er endringer som i stor grad er drevet fram av teknikk
og teknologi, og ikke nodvendigvis av dypere forstielse av undervisning
og leering i matematikk.

Her er en side fra en nyere matematikkbok — Matemagisk 6A, (Bjerke,
Kroknes og Svingen, 2015, s. 52):

Likeverdigc brekcr
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Gjengitt med tillatelse; ingen gjenbruk uten tillatelse fra rettighetshaveren. Bildet er ikke omfattet
av bokens CC-BY 4.0-lisens, og kan ikke gjenbrukes uten tillatelse fra rettighetshaveren.
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Form, struktur og innhold i elevenes laerebgker i matematikk har i grove
trekk veert uforandret over lang tid. Laereplaner og skolereformer har
kommet og gatt, men leerebekene i matematikk har ikke endret seg mye
gjennom tiarene. Det har skapt gjenkjennelse og kanskje en slags trygg-
het hos bade laerere og foreldre. I diskusjoner med leerere og skoleledere
om bruk og valg av leereverk i matematikk blir ofte foreldrene trukket inn
som part a forholde seg til ogsé i denne sammenhengen. For at foreldrene
skal kunne folge opp elevene, blir det et argument at elevene ma ha lere-
beker i matematikk, og bokene bor vere slik at foreldrene kan kjenne seg
igjen i dem. Dette legger enda en premiss for bruk og valg av lereverk.
Alle voksne, ogsa politikere, mener gjennom sine erfaringer som elever a
vite hva skolematematikk er.

Elever som gjennom sin skolegang blir motivert for og interessert i a
leere matematikk, er det beste utgangspunkt vi kan ha. Det krever at vi
tar hensyn til flere sider ved matematikkfaget. Her nevnes stadig oftere de
affektive sidene ved faget (Kveernes, 2010). Det affektive har ogsé veert syn-
lig i formalet med matematikkfaget i skolen (LKo6, matematikkplanen),
der vi har kunnet lese at «elevene skal arbeide bade praktisk og teore-
tisk med matematikk og at oppleringen skal veksle mellom utforskende,
lekende, kreative og problemlgsende aktiviteter og ferdighetstrening».

Nér studenter fra lererutdanninger har sin obligatoriske praksis og
skal undervise i matematikk, sa er det mange leererutdanneres erfaring
at det ofte er leereboka som ligger til grunn for hvordan studenten plan-
legger og gjennomferer undervisningen. Dette skjer ofte til tross for at
studentene i studiet gjennom matematikkdidaktikk har mett andre
mulige grunnlag for undervisning og leering i faget.

Vi har alt veert inne pa at matematikk dreier seg om 4 lgse problemer.
Det er ogsa slik at matematikk er et sprak som er godt egnet til & formu-
lere problemer, og som dessuten har strukturer som hjelper oss til a kunne
lgse problemer. Dette er kjernen i faget. Mange innser at matematikk pre-
sentert som en samling regler, formler, framgangsmater og algoritmer i
kombinasjon med gvelser gjennom mange korte oppgaver, er lite egnet
til @ motivere flertallet av dagens elever til leering og utvikling i matema-
tikk. Tradisjonell matematikkundervisning har hatt som utgangspunkt
at forst ma det etableres et grunnlag i matematikk. Et perspektiv har veert
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at bruken av faget kommer senere, kanskje forst i yrkeslivet. Ogsa for
utdanning av leerere har en tradisjon veert at forst ma studentene kunne
en viss mengde standardmatematikk, og sa kan de leere noe om hvordan
denne matematikken kan overfores videre.

Kan skolematematikken laere noe av hvordan utvikling og utvidelser
av kunnskap foregdr i vitenskapsfaget matematikk? Utgangspunktet i
vitenskapsfaget er ofte at det stilles spersmal gjennom problemstillinger
som lanseres. Sporsmélene kan veere knyttet til praktiske eller teoretiske
problemstillinger. Arbeidet med en problemstilling utvider kunnskaps-
omradet hos den som arbeider med den. Enkelte problemer kan lgses ved
a bruke kjente metoder innenfor et bestemt omrade i matematikk. Andre
problemer krever storre innsats og krever kanskje at ulike omrader av
faget kombineres. Noen ganger ma ny matematikk utvikles. Da ma kre-
ativitet, kunst og formidlingsevne kombineres. Men det er forst nar los-
ninger eller ny kunnskap formidles, forsvares og aksepteres i et fagmiljo,
at jobben er gjort. Dette kan leere oss noe om hvordan elevene i norsk
grunnskole kan mete matematikkfaget. Undring, utforsking, mestring
og tilknytning til virkeligheten kan vaere stikkord som kan gi en retning.
A lykkes med dette krever at vi dpner ogsa for andre innfallsvinkler til
leering og undervisning i matematikk.

En innfallsvinkel til undervisning og leering som fanger opp mange av
disse tankene, har fatt betegnelsen «inquiry». Inquiry kan beskrives som
en sporrende veremate (Johnsen-Hoines & Alrg, 2010). Litt mer konkret
vil inquiry omfatte: & stille spersmal, undersoke, utforske og eksperi-
mentere med matematiske sammenhenger og didaktiske problemstillin-
ger (Carlsen & Fuglestad, 2010). Dermed er dette bade et redskap i metet
med nye utfordringer og en veremate. Begrepet leeringsfellesskap duk-
ker ofte opp i tilknytning til inquiry (Carlsen & Fuglestad, 2010), og det
er naturlig siden det sosiale samspillet er en viktig forutsetning her. En
arbeidsmetode i matematikk med neer tilknytning til inquiry kjenner vi
som «undersgkende matematikkundervisning» (Jensen og Waege, 2010).
Gjennom Ludvigsen-utvalget og Meld. St. 28 innprentes dybdelering og
utforsking som viktige elementer i skolen. Vi kjenner ogsa igjen elemen-
ter av dette i det som vi i matematikk har kalt problemlgsning, og som
ogsa er kjent som en arbeidsmetode i matematikk.
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Ved lererutdanningen i Levanger har studenter som del av matema-
tikkfaget gjennom noen ar ogsa arbeidet med en noe annen tilneerming
til undervisning og leering i matematikk enn den vi finner beskrevet i
tradisjonelle leereboker. I denne sammenhengen er laerebokas rolle bety-
delig endret. Gjennom en variant av underspkende matematikkunder-
visning har studentene fatt et innblikk i en alternativ mate & organisere
undervisning og lering i matematikk pa. Utgangspunktet har veart et
onske om a utvikle og utforske en type matematisk kunnskap som er
spesiell for leerere. Som pépekt gjennom litteraturstudier (Mosvold,
2017) er det behov for flere bidrag for a belyse hvordan lereres under-
visningskunnskap i matematikk pavirker elevenes leering. Den tilneer-
mingen som beskrives, er inspirert av et materiale som i stor grad er
fort i pennen av Catherine T. Fosnot og Maarten Dolk. I en serie boker
Young Mathematicians at Work (Fosnot & Dolk, 2001) har de gitt et
teoretisk grunnlag for didaktisk arbeid i klasserommet gjennom beskri-
velser av arbeid med noen utvalgte, men sentrale temaer for elever pa
ulike trinn. Dette kan for eksempel vaere addisjon og subtraksjon av
brek, eller det kan veere algebra. Disse bekene ble sa fulgt opp med en
rekke hefter og materiale der flere forfattere er trukket inn, og der ulike
matematiske emner utvikles gjennom kontekster. Kontekstene er all-
tid sentrale i dette materialet. Disse heftene er det bare leereren som
trenger a ha tilgjengelig. Heftene fungerer som en type leererveiledning
med forslag til organisering, lister som angir nedvendige materialer,
og ark som kopieres og deles ut. Gjennomgaende i alt materialet er at
arbeid med strategier, modeller og «big ideas» (grunnleggende ideer)
vektlegges sterkt. Mélet er & gi elevene generelle redskaper til selvsten-
dig tenkning for bygging av kunnskap. Eksempler fra dette materialet
som etter hvert har blitt godt kjent og brukt i flere sammenhenger, er
«Baguettoppgaven» (Fosnot, 2007) og «Beste kjop av kattemat» (Jacob &
Fosnot, 2007). Begge disse eksemplene kan knyttes til brek, desimaltall
og prosent.

Et teoretisk utgangspunkt for bekene og materialet (Fosnot & Dolk,
2001) ble utviklet av Hans Freudenthal. Vi kjenner dette som den fagdi-
daktiske retningen «realistisk matematikk», RME «Realistic Mathema-
tics Education» (Van den Heuvel-Panhuizen, 2000).
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The learner should reinvent mathematising rather than mathematics; abstracting
rather than abstractions; schematising rather than schemes; algorithmising rather

than algorithms; verbalising rather than language (Freudenthal, 1991).

En leringsekt starter i denne sammenhengen (Fosnot & Dolk, 2001)
ikke med at leereren gir en innfering i et matematisk emne. Det er heller
ikke tanken at elevene skal lese om et tema i ei bok pa forhdnd. Utgangs-
punktet er at elevene skal aktivere og bruke de kunnskapene de alt har,
innenfor rammen av en kontekst som betyr noe for elevgruppa, og som
dessuten har potensial til & utvide kunnskapene hos den enkelte elev og
hos hele elevgruppa. Dette krever tid til fordypning og diskusjoner alle-
rede i den innledende fasen av arbeid med en ny problemstilling. Elevene
moter alltid nye problemstillinger gjennom en bestemt kontekst som noen
ganger utvides og utvikles gjennom hele heftet. Det kan ogsa vere samlet
flere ulike kontekster som bygger opp under et bestemt matematisk emne i
samme heftet. Kontekstene i hvert av heftene er alltid grundig utprevd i en
rekke klasserom, og tallmaterialet som elevene far a arbeide med, inviterer
ofte til & finne flere og ulike sammenhenger. Heftene er gjerne utformet
som undervisningsopplegg som typisk gar over 10 dager. At det er skissert
undervisningsopplegg som er ner «ferdigvare», har gitt leererstudentene
muligheter til 4 lese om og diskutere didaktiske opplegg fra ulike deler av
matematikkfaget innenfor en trygg ramme. De har ogsa prevd ut oppleg-
gene selv og sammen for & bli kjent med materialet. For mange studenter
har dette representert en ny méte a tenke leering og undervisning i mate-
matikk pa. Beskrivelsene av ferdige opplegg har dessuten gjort terskelen
lavere for en utpreving under praksisperioder. Noen av disse heftene er
ogsa blitt tilpasset og oversatt til norsk (f.eks. Galen & Fosnot, 2017). Mange
studenter har oppdaget at med et slikt utgangspunkt er det innen rekke-
vidde & lage egne opplegg ut fra kontekster de kjenner godt. Dette kan da
veere et godt alternativ til tradisjonell bruk av leerebok. Den klasserom-
spraksis som er beskrevet her, krever utvikling av et kommunikasjons-
menster der det legges stor vekt pa at elevene skal vaere muntlig og skriftlig
aktive gjennom 4 forklare og argumentere for sine forslag og lesninger. En
slik praksis krever at laereren bidrar aktivt til a utvikle sosiale og sosioma-
tematiske normer i klasserommet (Anestad, 2011). De sosiomatematiske
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normene beskriver den matematiske praksisen i klasserommet. Dette kan
for eksempel veere hvordan delingen av lgsninger skjer. Hva som regnes
som en god, enkel eller elegant lesning. Hva som regnes som ulike lgs-
ninger, og holdningen til det a arbeide med komplekse problemstillinger.
Flere forfattere har arbeidet med sosiomatematiske normer. Spersmals-
stillingen har ofte veert hvordan man kan strukturere og lede produktive
matematiske diskusjoner (Kazemi & Hintz, 2014). Forskning viser (Stein
etal, s, 13, 2008) at dette kan vaere vanskelig i begynnelsen.

Hvilke hjelpemidler og muligheter har en leererstudent til a forberede
og planlegge ei okt med matematikk der tanken er & arbeide i trad med
den arbeidsmaten som er skissert? En modell (Smith & Stein, 2011) — «5
Practices for Orchestrating Productive Mathematics Discussions» (her-
etter 5P) — gir laerere en modell eller et rammeverk for mer i detalj &
planlegge og gjennomfere undervisning i matematikk. Denne modellen
passer ifolge vare studenter idémessig godt sammen med teorien for den
undervisningspraksis i matematikk som beskrives i Fosnot & Dolk (2001).
Var erfaring er at den helt klart har betydning for utviklingen av den
spesialiserte matematikkunnskap (Mosvold, 2017) som en laerer trenger.

Det kan veere nyttig a ha tilgjengelig en modell som senker terskelen for
a prove a arbeide pa en slik méte og samtidig eker mulighetene for a Iykkes.
Med et knippe praktiske grep er leereren straks mer forberedt til & mote
elevene og vil ogsd ha betydelig storre sannsynlighet for a reagere «riktig»
i ulike situasjoner. En leerer vet at han hele tiden og i lopet av sekunder
ma ta avgjorelser som pavirker det som skjer videre i en undervisningsekt.
Erfaring gjor leerere gode til a ta slike beslutninger raskt og ogsa til a se rek-
kevidden av beslutningene. Men for eksempel det & kunne sammenfatte en
mengde ulike elevresponser i en klassediskusjon der det skal utkrystallise-
res viktige matematiske ideer, er en faglig krevende oppgave. Improvisasjon
alene er ikke det beste grunnlag & bygge pa her. En av de sentrale ideene i
modellen er at lereren i stedet for a ta beslutninger i lopet av sekunder kan
gjore aktive handlinger for & fa mer tid til & gjore gode valg.

De 5 praksiser (5P) for produktive matematiske diskusjoner er:

1. Forutsi sannsynlige elevresponser pa kognitivt krevende oppgaver
(Anticipating)
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2. Observere ngye elevenes respons pa oppgaven mens de arbeider seg
gjennom den (Monitoring)

3. Velge ut elever til presentasjon avlgsning i diskusjonsfasen (Selecting)
Hensiktsmessig valg av rekkefolgen pa studentpresentasjonene som
brukes (Sequencing)

5. Hjelpe hele klassen til & knytte sammen matematikken i de ulike
elevpresentasjonene og a knytte sammen studentenes presentasjo-
ner med de sentrale matematiske ideer i oppgaven (Connecting)

@ )

Ant|0|pat|ng
Monitoring
Selecting

\ Sequencing
\ Connecting

Figur 6.1 Fem praksiser for produktive matematiske diskusjoner (figur hentet fra Stein et. al,
2008). Faksimile gjengitt i henhold til andsverkloven. Bildet er ikke omfattet av bokens CC-BY
4.0-lisens, og kan ikke gjenbrukes uten tillatelse fra rettighetshaveren.

Et eksempel som ble utviklet i samarbeid med studenter pa grunnskole-
leererutdanningen véren 2017, kan vere egnet til a illustrere dette:
Lereren legger fram folgende kontekst for en klasse pa mellomtrinnet:

Min kusine Emma startet i fjor opp med servering av mat pa kroa «Kort og
godty». Siden Emma bor pa et smabruk like ved kroa sa planlegger hun a
dyrke noen av ravarene selv. Hun bestemmer seg for a starte med reddiker
og gulratter. Emma liker a planlegge grundig, og na vil hun ha hjelp av klas-

sen var til & planlegge far neste sesong.

boksen fortsetter neste side
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Emma har bestemt seg for ikke & bruke mer enn 700 kroner pa a kjgpe inn
fra for en hel sesong. Hun har undersgkt og funnet ut at reddiker koster 28
kroner for hver frapose, og at gulrgttene koster 21 kroner for hver frapose.

Hvor mange poser av hver sort kan Emma kjepe?

Feb el / Frn 6l [ Slemenid
-EMYYYY,
I]H'!'l 'r'\
“

Wl | b | Bl | Aed | ) | ped | W |l.-|=-'\-l TonE (=g [i=E |
————
———————— T—_——

Bophtnddd il ~p eoakie Bomsbing Mubrd Mppsy
I Lghha. Hlts

'-uu-w..!;- rn .-19.. el

“Tie 09 AWG Win70% “Tg

Dette er utgangspunktet for forste okt (Dag 1). Lareren vet at dette er
en kognitivt krevende oppgave for disse elevene. Leereren vet ogsé at det
er mulig 4 utvide og utvikle konteksten. Dermed er det nedvendig og
viktig for leereren & investerer tid i & motivere og engasjere elevene for
derved a forankre konteksten hos elevene. Det er i forste omgang den
muntlige framstillingen som stdr i sentrum. Elevene skal «veere i» kon-
teksten lenge, og leereren bruker gjerne ressurser som plakater, bilder og
kanskje animasjoner for & bygge opp under konteksten. I en innledende
klassediskusjon kan elevene fritt komme med innfall, ideer og spersmal.
Pa dette grunnlaget har elevene noe a bygge videre pa, uten at det er lagt
foringer pa matematikken de skal bruke. Det er ikke noen forutsetning
at elevene pa forhand skal ha hatt undervisning i den formelle matema-
tikken som kan brukes. Tvert imot er det et poeng at elevenes uformelle
og intuitive tenkning er utgangspunktet for arbeidet. Elevenes evne til
a tenke med utgangspunkt i det de alt kan og vet, er selve grunnlaget
det bygges pa. Vesentlige forutsetninger er altsd at problemstillingen ved
hjelp av leereren ma kunne engasjere elevene, og at den ma ha en forholds-
vis lav terskel. Det vil ofte vaere slik at leereren formulerer konteksten i
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dagligdags sprak og gjennom noen enkle illustrasjoner. Dermed vil det
ikke nedvendigvis oppfattes som om det er spesielle og avgrensede deler
av matematikkfaget som er rammen for elevenes arbeid.

I den forste og innledende fasen etter at konteksten er presentert, invi-
teres det til en felles diskusjon der alle elevene (hele klassen) deler sine
forste tanker og ideer i tilknytning til problemstillinger i konteksten.
Avhengig av problemstillinger kan det her vare nedvendig at lereren
bidrar til spraklige avklaringer, diskusjoner om mulige representasjoner
av elevenes ideer og kanskje ogsa ytterligere beskrivelser av konteksten.

Neste ledd i arbeidsflyten er at elevene far rimelig god tid til & arbeide
med problemstillinger i konteksten. Dette betegnes ofte som matematise-
ring («Mathematizing», Fosnot & Dolk, 2001). I denne delen er det vanlig at
elever samarbeider i mindre grupper, oftest parvis og uten ytterligere felles
instruksjoner fra laereren. Disse innledende elevdiskusjonene (workshop)
er viktige, og de skal bidra til a bygge sprak knyttet til oppdraget og til a
styrke elevenes forstdelse av oppdraget. Dernest er det viktig at ideer og
sporsmal kommer fram. Mens elevene er i denne delen av prosessen, gar
lzereren rundt og lytter og noterer. Laereren stiller kanskje noen spersmal
for a fa avklart forhold knyttet til det som observeres, og serger for at elev-
ene holder seg i konteksten. For elevene starter med arbeidet i denne fasen,
har leereren gitt elevgruppene tilgang til eventuelt konkretiseringsmateri-
ell, kladdeark, plakatark og skrivesaker. Elevgruppene utarbeider skisser
til losning péa problemstillingen og bruker tid pa a lage en oversiktlig pre-
sentasjon av sin lgsning i form av en «plakat» — gjerne i A3-storrelse.

Mens elevene arbeider, noterer leereren hvilke strategier som dukker
opp i elevsamtalene. Leereren har i denne innledende fasen en viktig opp-
gave i det & holde elevene inne i konteksten, stille spersmal og utfordre
elevenes innledende ideer. Neste okt (Dag 2) kan starte med at leereren
setter sammen to eller tre elevpar og gir dem i oppgave a dele sine ideer
og lgsninger. Sammensetningen kan for eksempel gjores pa grunnlag av
hvilken strategi elevparene har brukt. En mulighet er & sette sammen
elevpar med helt ulike lesninger. Smagruppediskusjonene er ogsa en vik-
tig del av forberedelsene til det som blir kalt en matematikkonferanse.

Det tredje leddet i arbeidsflyten er at elevene presenterer losningene
sine for hverandre i det som kalles en matematikkonferanse. En start pa
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denne delingen kan skje gjennom en «gallerirunde». Alle plakatene hen-
ges opp, og sa far elevene ga og se pa lesningen til de andre leeringsparene.
Det kan inviteres til utdypende forklaringer ved at det legges til rette for
at elevene kan gé en runde, lese hverandres plakater og sa klistre opp
«gule lapper» pa de plakatene der de finner noe de vil ha neermere forkla-
ring pa. Elevparene far gjennom denne tilbakemeldingen en ny mulighet
til & oppklare og reformulere det de har planlagt. Plakatene kan deret-
ter bearbeides pa bakgrunn av disse tilbakemeldingene. Sa skal alle veere
med pa & dele. Bakgrunnen for denne maten a arbeide pa er en parallell
til den maten matematikere arbeider pa nar nye omrader av faget utvikles
(Fosnot & Dolk 2001). Nye elementer i faget blir forst gyldige gjennom
at andre leser og setter seg inn og aksepterer det nye som legges fram.
Matematikkonferansene er et sentralt element i metodikken. Formatet
her er at alle elevene samles, plakatene er hengt opp, og de unge matema-
tikerne skal bruke plakatene som utgangspunkt for a forklare hverandre
hva de har tenkt. De skal fa fram ideer og strategier og sammenhenger
i losningene. En lgsning anerkjennes nar den godkjennes av fellesskapet
og lesningen holder seg og ikke svekkes tross spersmal og innvendin-
ger som matte komme. Leereren leder matematikkonferansen. Dette er
ofte en krevende oppgave. En typisk start pa matematikkonferansen er at
leereren ber et av elevparene om & dele sin losning med klassen.
Plakatene elevene lager, vil etter vér erfaring variere mye i detaljrikdom,
utforming og matematisk innhold. Leereren far derfor en viktig jobb med
a trekke fram de plakatene som gir et best mulig bidrag til a fa elevene til
a utvikle den matematikken som ligger i konteksten. Deling av grunnleg-
gende ideer, strategier og modeller er helt sentralt i denne prosessen.
Laererensrolle etter a haintrodusert oppgaven i kontekst er a organisere,
observere, inspirere og regissere. I tillegg kommer at laereren gjennom-
forer sakalte minilessons, pa norsk kortekter. Dette er korte leererledede
okter, ofte ikke pa mer enn 10-15 minutter. Det er et poeng at her samles
alle elevene, og det er forventninger om full konsentrasjon. Ei slik okt
kan typisk besté av inntil et 10-talls oppgaver, og de skal gjerne bygge opp
under forstaelse for en eller flere av de strategier som er framme i kon-
teksten. Oppgavene er laget slik at de henger sammen og bygger pa hver-
andre. Du har nytte av & ha lost oppgave 1 ndr du kommer til oppgave 2,
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og kanskje kan oppgave 3 loses ved a kombinere resultatene fra oppgave
1 og oppgave 2. Det er bygd inn en indre sammenheng i sekvensen av
oppgaver, og elevene kan oppleve det som spennende a arbeide med a
avdekke sammenhengene. Elevene jakter pa menster og strukturer, de er
matematikere. Samtidig trener de ferdigheter innenfor en ramme styrt av
leereren. Et eksempel pa en kortokt med 6 oppgaver knyttet til den kon-
teksten som vi er inne i kan veere:

282
28 ¢4
628
2812
283
28 24

Laerere som arbeider slik, moter nye utfordringer nar det gjelder forstaelse
for og utevelse av sin rolle. Dette oppsummeres ofte gjennom uttalelsen
«Jeg mister kontrollen». Utgangspunktet for elevenes arbeid er altsa ofte
en kognitivt krevende oppgave gitt i en kontekst. Elevene star fritt til a
angripe problemstillingen ut fra sine forkunnskaper. Selv om de arbeider
i par, vil vanligvis en rekke ulike problemer, formuleringer, representa-
sjoner og lesningsforslag dukke opp. Lereren kan ikke basere seg pa bare
a gjengi en elegant og veldefinert lgsning. Laereren mé raskt kunne sett
seg inn i elevenes ulike formuleringer, ideer og losningsforslag og bidra
til videre utvikling av dem. Dessuten ma leereren kunne lede diskusjoner
der elevene er med pa a se og analysere hverandres lesninger, og leereren
ma veere sa godt orientert i det matematiske leeringslandskapet at han kan
legge til rette slik at elevenes forstaelse diskuteres, ssmmenfattes og loftes
fram mot noe som kanskje kan bli en felles forstaelse. Oppsummert kan vi
si at dette gir nye elementer til innholdet i bdde elevrollen og laererrollen.

Forutsi matematikken elevene vil bruke

Mange studenter og leerere vil nikke gjenkjennende nar det hevdes at en
leerer ma gjore utrolig mange valg i planlegging og gjennomfering av ei
undervisningsokt. Noen fa av mange eksempler kan vere vurderinger
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knyttet til motivasjon og begrepsavklaringer, til repetisjon, til gruppede-
ling, til arbeidsformer, til respons pé elevenes innspill og til kontroll av
maloppnaelse. At det ma gjores mange valg, er nok riktig, men erfaring
og rutiner gjor at mange av disse valgene som for en nyutdannet laerer
kanskje syntes uoverkommelige, tross alt blir til a leve med. En leerer kan
gjennom sitt forarbeid redusere kraftig det antall valg som han eller hun
ma ta. Dette forarbeidet er en viktig del av jobben og gjor at laereren ofte
kan gi betydelig bedre stotte til elevenes leeringsarbeid. Laereren kan ofte
pé forhand og ut fra kunnskap om elevene, elevenes bakgrunn i matema-
tikk og elevenes mater a representere lesninger pa forutsi hvordan elevene
i klassen vil lgse et gitt problem.

Vi skal se pa et hjelpemiddel som leereren kan bruke under hele proses-
sen, fra det tidspunkt oppgaven gis, og helt fram til elevenes presentasjon
av lgsninger. Hjelpemiddelet kommer i form av en tabell, som ogsé kan
ogsa brukes i vurderingsarbeid og i foreldresamtaler.

For a kunne sette opp tabell 1 ma leereren selv lose oppgaven. Men det er
ikke nok. Laereren ma ogsa lese oppgaven pa ulike méter, og han ma prove
a forutse hvilke losninger ulike elevkategorier kan komme til 4 finne fram
til. Leereren far da tid til 4 finne ut hvilke strategier, modeller og grunn-
leggende ideer han gnsker at elevene skal arbeide med. Laereren ma ogsa
vurdere elevenes bruk av ulike representasjoner og gjore seg sine betrakt-
ninger om hva som skal vektlegges i en felles diskusjon. Det gir lereren en
god mulighet til a ta del i elevenes arbeid fram mot utkast til losning. Elev-
enes lgsninger kan selvsagt gi overraskelser for leereren, men leereren vil
pa forhand kunne forutsi det meste gjennom a utarbeide egne losninger.

Tabell 1 viser et arbeidsskjema studentene laget pa forhand, basert pa
hva de antok at elevene ville kunne gjore for a svare pa den gitte problem-
stillingen, hvilke representasjoner de forventet a se, samt hvilke elevpar
som gjorde hva.

Observere elevene mens de arbeider med
problemstillingen

Vi tenker oss na at vi er i den fasen der elevene i par eller mindre grup-
per arbeider med en problemstilling (workshop). Nar lereren gar rundt
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Tabell 6.1 Lzreren sitt arbeidsark

Elevstrategi

Representasjon

Elvepar

1. Gjett, sjekk og juster i jakten pa en heltallslgsning der
hele summen (700 kr) brukes.

Utregninger pa
ark

2. Gjett, sjekk og juster i jakt pa flere (alle)
heltallslgsninger der hele summen (700 kr) brukes.

Utregninger og
tabell

3. En av de to variablene settes lik O. Utregning

4. Elevene velger en verdi for en av variablene. lkke Utregning
sikkert at hele summen (700 kr) brukes.

5. Elevene trekker inn realistiske vurderinger av behov Utregning
for de to ravarene. Ikke sikkert at hele summen (700
kr) brukes.

6 Symboliser sammenhengen ved algebra. Grafisk
Forenkle sammenhengen. framstilling

Finne lgsninger der hele summen (700 kr) brukes

og observerer studentene, er oppgaven mye mer enn a skape arbeidsro.
Gjennom observasjonsfasen skal leereren forseke a kartlegge strategier og
representasjoner som elevene bruker. Skjemaet brukes aktivt og har ogsé
rom for ideer som leereren ikke har tenkt pa. Det er et poeng & notere
hvilke elevpar som gjor hva. Dette er viktig for arbeidet i neste fase (mate-
matikkonferansen). Men leereren bor ogsa ga aktivt inn i diskusjoner for
a fa elever videre i tenkningen.

Utvelging av elever for framlegg

Etter a ha observert elevene i arbeid kan laereren velge ut elever som skal
presentere sine lpsninger i matematikkonferansen. Her er det ikke noe
mal at alle elevpar skal fa presentere sin losning hver gang. I denne sam-
menheng tones «rettferdighetstenkningen» ned. Ideen om at alle skal fa
vise hva de har kommet fram til, gjennom en presentasjon der alle elev-
par bidrar, ofres til fordel for best mulig & fa fram det faglige innholdet.
Kanskje blir det faglige tilstrekkelig speilet gjennom to eller tre presen-
tasjoner. Gjennom sine observasjoner, samtaler og notater underveis i
prosessen vet leereren ganske mye om dette. Det skal en betydelig grad av
fagtenkning til for a holde fokus her, men over noe tid ber det kunne la
seg gjore & la alle elever fa presentere.
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Rett rekkefolge pa elevenes framlegg

Ofte vil det veere betydelige forskjeller mellom elevenes lgsninger. For-
skjellene kan beskrives gjennom ulik sprakbruk, ulike grader av generelle
argumenter, ulik grad av detaljer i framstillingen, bruk av ulike strategier
og gjennom valg av ulike representasjoner i framstillingen. Her vil leere-
ren sta foran en rekke valg. Kanskje skal presentasjonen med den mest
generelle losningen fa komme forst? Andre ganger ber presentasjonen
som er lettest tilgjengelig, komme forst. Eller kanskje den som har gode
figurer eller andre vellykkede representasjoner.

Knytte sammen elevenes framlegg

I det som kan beskrives som tradisjonell matematikkundervisning, vil
det ofte veere slik at nar en er kommet fram til en lesning, sa er en ferdig
med en oppgave eller en problemstilling. Denne tenkningen er en del av
metaleringen, som er knyttet til hva matematikk er som fag.

Hva sd@ med Emma og konteksten vi startet pa? Jo, den har vi videreut-
viklet — og det i flere retninger langs ulike trader.

Trad 1:

Kroa til Emma har spisegjester i juli, august og september. Emma vil
gjerne vare selvforsynt med reddiker og gulretter i disse tre manedene.
Emma forteller at hun i gjennomsnitt serverer 100 middagsporsjoner
hver dag. Hjelp Emma til 4 finne ut hvor mye gulrot og reddik hun tren-
ger for & ha nok. Blir det nok fre? Hvor mange poser av hver type kan det
veere lurt a kjope?

Trad 2:

Emma har et ganske stort jordstykke like ved huset sitt. Hun vet at vi er
flinke til 4 regne, s& nd vil hun ha hjelp til & planlegge omradet der hun
skal dyrke gulretter og reddiker. Hun har latt oss fa en pose frg av hver
type slik at vi kan lese og finne ut mer om hva som anbefales, og sa kan vi
lage et forslag til henne.

Hvor stort areal trenger hun for & dyrke nok gulretter?

P4 posen med reddikfre leser hun at du ber sé nye fre hver 14. dag.
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Trad 3:

Emma liker & ha det ryddig og ordentlig. Hun vurderer a kjope seg heller
som kan legges som en ramme rundt omradet der hun dyrker gronnsa-
ker. Hellene er kvadratiske og har mal 25 - 25 cm. Emma foreslar rektan-
gulere jordarealer med bredde 75 cm. Hvor mange heller trengs det for
ulike lengder pa bedene. Figur 2viser et 5-er-bed.

Figur 6.2 viser et 5-er omrade

Trad 4

Du har lest at bade gulretter og reddiker ofte angripes av insekter. Emma
vil ikke sproyte mot insekter, sa hun bestemmer seg for a bruke en tynn
duk. Hvor mye duk trenger hun?

Trad s
Pa froposene vi fikk av Emma, kan vi lese at spireevnen er 85 % for gulrot
0g 90 % for reddiker. Hva betyr det?

Dette viser kort noen fa av mange mulige utvidelser som kan gjores.
Konteksten bygges ut og kan legges opp mot de tema laereren onsker at
elevene skal arbeide med.

Oppsummering

Elever bor fa mete skolefaget matematikk i mange og varierte sammen-
henger og kontekster. De ma ogsa fa mete varierte undervisningsmeto-
der. Dette kan noen ganger utfordre den tradisjonelle bruken av leerebok
i faget. Laererstudenter ber gjennom sin utdanning og sin praksis fa erfa-
ring med & tilrettelegge for ulike undervisningsmetoder i matematikk.
Dette kapitlet beskriver deler aven metodikk som vi gjennom ar har opp-
levd at gir leererstudenter nye ideer og en bredere bakgrunn for undervis-

ning i matematikk.
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